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Uz dekadski brojevni sustav, najpoznatiji brojevni sustav primjenjiv u raznim podrucˇjima
je binarni brojevni sustav. Razvojem moderne tehnologije, robotike, sustava za zasˇtitu
podataka kao i mnogih drugih podrucˇja, nizovima binarnih znamenki, tj. nizovima nula
i jedinica, koje su osnovica binarnog brojevnog sustava, pridaje se sve vec´i znacˇaj. Kao
primjer spomenimo ovdje korisˇtenje binarnih ASCII kodova za prikaz znakova tastature u
racˇunalu.
U ovom radu prikazat c´emo neke primjene binarnog brojevnog sustava u svakodnev-
nom zˇivotu te trikove cˇije tajne izvodenja lezˇe upravo u primjeni binarnog brojevnog sus-
tava. Neki od navedenih primjera mogu se primijeniti i kao ucˇenicˇke aktivnosti u nastavi
matematike ili njenoj popularizaciji.
Binarni brojevni sustav je pozicijski brojevni sustav s bazom 2, sˇto znacˇi da za zapi-
sivanje brojeva koristimo dvije znamenke: 0 i 1. Pretvorba broja zapisanog u dekadskom
brojevnom sustavu u zapis u binarnom brojevnom sustavu provodi se tako da dekadski za-
pis broja dijelimo bazom 2 te zapisujemo kolicˇnik i ostatak pri dijeljenju (0 ili 1). Kolicˇnik
nastavljamo dijeliti te ponavljamo postupak sve dok je rezultat dijeljenja razlicˇit od nule.
Ispisˇemo li ostatke od posljednjeg do prvog, dobivamo broj zapisan u binarnom obliku.
Ilustrirajmo taj postupak na primjeru broja (13)10:
13 ÷ 2 = 6 1
6 ÷ 2 = 3 0
3 ÷ 2 = 1 1
1 ÷ 2 = 0 1︸︷︷︸
ostatak
Slijedi da je binarni zapis broja (13)10 jednak (1101)2. Obrnuti postupak, tj. pretvaranje
binarnog zapisa broja u dekadski zapis provodi se tako da se broj zapisan u binarnom
obliku rastavi na tezˇinske vrijednosti znamenaka, a tezˇinska vrijednost znamenke dobije se
na nacˇin da se baza 2 potencira eksponentom cˇija vrijednost odgovara polozˇaju znamenke.
Kao u svim apsolutno pozicijskim sustavima, krajnje desni eksponent ima vrijednost 0,
predzadnji vrijednost 1, itd. Provedimo taj postupak na primjeru broja (10110)2:
1
SADRZˇAJ 2
1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20 = 1 · 16 + 0 · 8 + 1 · 4 + 1 · 2 + 0 · 1 = 22.
Vidimo da je dekadski zapis broja (10110)2 jednak (22)10.
Operacija zbrajanja u binarnom brojevnom sustavu provodi se tako da se zbrajaju zna-
menke iste tezˇinske vrijednosti pocˇevsˇi od znamenaka s najmanjom tezˇinskom vrijednosˇc´u
pri cˇemu vrijedi:
0 + 0 = 0
0 + 1 = 1
1 + 0 = 1
1 + 1 = 1 0
1 + 1 + 1 = 1 1
Uocˇimo da je 1+ 1 = 10, sˇto znacˇi da za zbroj 1+ 1 pisˇemo 0, a 1 prenosimo te pribrajamo
znamenkama iduc´e po redu tezˇinske vrijednosti. Analogno, u slucˇaju 1+ 1+ 1 pisˇemo 1 te
prenosimo 1.
Primjer 0.0.1. Izracˇunajte zbroj brojeva 101100 i 111001 u binarnom brojevnom sustavu.
1 0 1 1 0 0
+ 1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 0 1
Operacija mnozˇenja brojeva u binarnom brojevenom sustavu provodi se analogno kao
mnozˇenje u dekadskom brojevnom sustavu te vrijedi:
0 · 0 = 0
0 · 1 = 0
1 · 0 = 0
1 · 1 = 1
Primjer 0.0.2. Izracˇunajte umnozˇak brojeva 11010 i 1011 u binarnom brojevnom sustavu.
1 1 0 1 0 · 1 0 1 1
1 1 0 1 0
0 0 0 0 0
1 1 0 1 0
+ 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1 1 0
Uz obicˇno zbrajanje u binarnom sustavu cˇesto se koristi i tzv. nim-zbrajanje, u oznaci
⊕. To je zbrajanje za koje vrijedi:
SADRZˇAJ 3
1 ⊕ 0 = 0 ⊕ 1 = 1
1 ⊕ 1 = 0 ⊕ 0 = 0
Nim-zbrajanjem binarnih brojki a i b nastaje brojka c na sljedec´i nacˇin: (am . . . a0)2 ⊕
(bm . . . b0)2 = (cm . . . c0)2, gdje je cp = (ap + bp) mod 2, p = 0, . . . ,m1.
Primjer 0.0.3. Izracˇunajte zbroj, umnozˇak i nim-zbroj brojeva 10011 i 1010 u binarnom
brojevnom sustavu.
zbroj: nim-zbroj:
1 0 0 1 1
+ 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 0 0 1 1
⊕ 1 0 1 0
1 1 0 0 1
umnozˇak:
1 0 0 1 1 · 1 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1
+ 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 0
1S x mod 2 oznacˇavamo ostatak pri dijeljenju broja x s 2.
Poglavlje 1
Matematicˇke igre i trikovi
Binarni brojevi koriste se u provodenju razlicˇitih trikova te u strategijama matematicˇkih
igara. U ovom poglavlju opisat c´emo neke od njih.
1.1 Pogodi zamisˇljeni broj
Trik iz perspektive promatracˇa
Slika 1.1: Kartice za provodenje trika: Pogodi zamisˇljeni broj
Izvodacˇ trika daje pet kartica (Slika 1.1) sudioniku trika. Sudionik treba zamisliti pri-
rodan broj izmedu 1 i 31 te izdvojiti kartice na kojima se nalazi zamisˇljeni broj. Odmah
nakon primitka izdvojenih kartica, izvodacˇ pogada koji je broj zamislio sudionik. Ako su,
na primjer, izdvojene prva, trec´a i cˇetvrta kartica, onda je sudionik trika zamislio broj 13.
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Trik iz perspektive matematicˇara
Na svakoj kartici nalazi se 16 razlicˇitih brojeva izmedu 1 i 31 te je prvi broj na svakoj
kartici neka od potencija broja 2 (na prvoj kartici prvi broj je 20 = 2, na drugoj 21 = 2,
na trec´oj 22 = 4, na cˇetvrtoj 23 = 8 i na petoj 24 = 16). Prisjetimo li se pretvorbe brojeva
iz binarnog u dekadski brojevni sustav, znamo da mjesta na kojima se nalaze jedinice u
binarnom zapisu broja oznacˇavaju potencije broja 2 cˇijim zbrajanjem nastaje dani broj
zapisan u dekadskom obliku. Na primjer, (10110)2 = 1 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20 =
16 + 4 + 2 = 22. Uocˇimo da se broj 22 nalazi na drugoj, trec´oj i cˇetvrtoj kartici. Takoder,
uocˇimo da prvi brojevi na tim karticama zbrojeni daju broj 22. Tajna trika je u raspodjeli
brojeva na karticama, tj. brojevi od 1 do 31 su rasporedeni na kartice tako da se svaki od tih
brojeva nalazi na svim karticama na kojima je prvi broj potencija broja 2 cˇijim zbrajanjem
je nastao dani broj pri pretvorbi iz binarnog u dekadski zapis. Tako su, na primjer, na kartici
s prvim brojem 4 svi brojevi koji u binarnom zapisu imaju 1 na mjestu druge potencije broja
2. Dakle, pri izvodenju trika, izvodacˇ trika je odgonetnuo o kojem se zamisˇljenom broju
radi tako sˇto je zbrojio brojeve koji se nalaze na prvom mjestu izdvojenih kartica. Ako su
izdvojene druga, cˇetvrta i peta kartica, onda je zamisˇljeni broj 2 + 8 + 16 = 26.
Ovaj trik je moguc´e izvesti u razlicˇitim varijantama. Trik se mozˇe izvesti tako da
sudionik mora zamisliti broj manji od bilo koje potencije broja 2. Broj kartica potrebnih
za izvodenje trika ovisi o kojoj potenciji broja 2 se radi. Varijanta trika u kojoj sudionik
zamisˇlja broj manji od 8 izvodi se s 3 kartice na kojima se nalaze 4 broja (prva kartica: 1,
3, 5, 7; druga kartica: 2, 3, 6, 7; trec´a kartica: 4, 5, 6, 7). U varijanti sa zamisˇljenim brojem
manjim od 16 koriste se 4 kartice s po 8 brojeva na svakoj. Uocˇimo da se povec´anjem
odabrane potencije broja 2, povec´ava broj kartica za izvodenje trika kao i kolicˇina brojeva
na svakoj kartici pa c´e sudionik trika dulje izdvajati kartice na kojima se nalazi zamisˇljen
broj cˇime trik postaje zamoran. Takoder, povec´ava se vjerojatnost da sudionik pogrijesˇi
u izdvajanju kartica u slucˇaju da previdi zamisˇljeni broj na kartici zbog velike kolicˇine
brojeva na karticama.
1.2 Koja kartica je okrenuta?
Trik se mozˇe izvoditi s karticama s razlicˇitim bojama prednje i strazˇnje strane ili, zbog
primjene aktivnosti u popularizaciji binarnog brojevnog sustava, kartice oznacˇene s nulom
na jednoj i jedinicom na drugoj strani.
Trik iz perspektive promatracˇa
Jedan ili dva sudionika trika poslazˇu ispred izvodacˇa trika kartice u obliku kvadrata, npr. kar-
tice poslazˇu u 5 redaka i 5 stupaca odabravsˇi proizvoljno stranu kartice koja c´e biti vidljiva
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(Slika 1.2). Slaganjem vec´eg broja kartica, povec´ava se efekt trika. Nakon toga, izvodacˇ
Slika 1.2: Primjer slozˇenih kartica za trik: Koja kartica je okrenuta?
trika dodaje josˇ jedan redak i stupac kartica kako bi se povec´ao ukupan broj kartica cˇime
se otezˇava memoriranje polozˇaja svih kartica (Slika 1.3). Dok izvodacˇ ima prekrivene ocˇi,
Slika 1.3: Primjer slozˇenih kartica za trik: Koja kartica je okrenuta? s dodanim karticama
netko od sudionika okrene jednu karticu, npr. na Slici 1.4 okrenuta je kartica u 5. retku i 4.
stupcu. Pogledavsˇi kartice, izvodacˇ trika pogada koja kartica je okrenuta.
Trik iz perspektive matematicˇara
Tajna trika je postupak u kojem izvodacˇ trika dodaje kartice u josˇ jedan redak i stupac k
vec´ poslozˇenim karticama. Izvodacˇ dodaje kartice tako da u svakom retku i stupcu, nakon
dodavanja, bude paran broj kartica s jedinicom te zbog tako poslozˇenih kartica, izvodacˇ
trika nakon okretanja jedne kartice lako otkriva koja kartica je okrenuta jer se u retku i
stupcu koji sadrzˇe okrenutu karticu nalazi neparan broj kartica s jedinicom.
Nizovi nula i jedinica na poslozˇenim karticama u pojedinom retku i stupcu predstav-
ljaju kodnu rijecˇ zapisanu u binarnom brojevnom sustavu na koju se dodaje tzv. paritetni
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Slika 1.4: Primjer slozˇenih kartica za trik: Koja kartica je okrenuta? nakon okretanja jedne
kartice
bit kako bi se zasˇtitila poruka od pogresˇke. Takav nacˇin zasˇtite se svakodnevno upotreb-
ljava u ISBN-u, tj. Medunarodnom standardnom knjizˇnom broju (eng. International Stan-
dard Book Number), koji se nalazi na poledini knjige koju jedinstveno identificira. Od
10 znamenaka ISBN-a, 9 znamenaka identificira knjigu, a deseta znamenka je kontrolna
znamenka koja kao paritetni bit u triku otkriva je li dosˇlo do pogresˇke u zapisu identifika-
cijskog broja knjige, npr. prilikom narucˇivanja knjige uz pomoc´ ISBN-a.
1.3 Matematicˇka igra Nim
Nim je jedna od najstarijih i najpoznatijih matematicˇkih igara za dva igracˇa. Matematicˇar
Charles Leonard Bouton je 1902. godine u potpunosti objasnio i analizirao igru te joj dao
ime Nim, vjerojatno prema zastarjelom engleskom glagolu nim koji znacˇi ”uzeti”, odnosno
”ukrasti” ili prema imperativu njemacˇkog glagola nehmen (Nimm!) koji u prijevodu znacˇi
”Uzmi!”. Igra se mozˇe igrati s novcˇic´ima, kamencˇic´ima, zˇetonima, kartama, sˇibicama i sl.
Pravila i opis igre
Na stolu se rasporede kamencˇic´i u nekoliko hrpica, tj. redova (najcˇesˇc´e tri reda) tako da je
broj kamencˇic´a u svakom retku proizvoljan. Igru u kojoj prvi redak sadrzˇi a kamencˇic´a,
drugi redak b kamencˇic´a, trec´i redak c kamencˇic´a, itd. oznacˇavamo s (a, b, c,. . . ). Igracˇi
naizmjenicˇno uzimaju jedan ili visˇe kamencˇic´a iz proizvoljno odabranog retka. Igracˇ koji
je na potezu ne smije uzimati kamencˇic´e iz visˇe od jednog retka u jednom potezu, ali iz
jednog retka smije uzeti proizvoljno mnogo kamencˇic´a pa cˇak i cijeli redak. U standardnoj
varijanti igre pobjednik je igracˇ koji uzme posljednji kamencˇic´, dok u tzv. mizernoj vari-
janti gubi igracˇ koji odigra posljednji potez. Nim igru nazivamo pobjednicˇkom ako igracˇ
POGLAVLJE 1. MATEMATICˇKE IGRE I TRIKOVI 8
koji prvi igra mozˇe odabrati niz poteza te pobijediti neovisno o tome kako igra drugi igracˇ,
dok gubitnicˇkom igrom nazivamo igru u kojoj drugi igracˇ, bez obzira sˇto odigra prvi igracˇ,
ispravnim potezom mozˇe osigurati sebi pobjedu.
Primjeri moguc´ih situacija i strategije
Ako se igra samo s jednim retkom kamencˇic´a, ta igra je pobjednicˇka bez obzira na broj
kamencˇic´a u retku jer prvi igracˇ uzima sve kamencˇic´e i time je pobjednik.
Igra s dva retka s istim brojem kamencˇic´a u retcima je gubitnicˇka jer prvi igracˇ uzevsˇi
proizvoljan broj kamencˇic´a iz odabranog retka ostavlja drugom igracˇu moguc´nost da ni-
zom daljnjih pravilnih poteza svede igru na situaciju (1, 1) te time prvom igracˇu ne preos-
taje nisˇta drugo nego uzeti jedan kamencˇic´ iz jednog retka i drugi igracˇ uzima posljednji
kamencˇic´ cˇime prvi igracˇ gubi igru. Igre s razlicˇitim brojem kamencˇic´a u dva retka su po-
bjednicˇke jer prvi igracˇ mozˇe takvu igru jednim potezom svesti na situaciju s dva jednaka
retka cˇime igra postaje gubitnicˇka za drugog igracˇa.
Igre s tri retka u kojima je u jednom retku 1 kamencˇic´, a u drugom i trec´em retku se
nalazi jednak broj kamencˇic´a su pobjednicˇke igre jer prvi igracˇ nizom poteza mozˇe svesti
igru na situaciju s dva retka s jednakim brojem kamencˇic´a i time osigurati sebi pobjedu.
Isto vrijedi i za igru u kojoj se u dva retka nalazi po jedan kamencˇic´, a u trec´em retku
je proizvoljan broj kamencˇic´a. Dakle, u takvim situacijama, treba nizom poteza pokusˇati
svesti igru na situaciju s dva jednaka retka. Za otkrivanje opc´e strategije koristit c´emo
binarni brojevni sustav i nim-zbrajanje.
Formula pobjede
Za otkrivanje strategije bitan je teorem L. C. Boutona:
Teorem 1.3.1. Nim igra (x1, x2, x3, . . . , xn) je gubitnicˇka ako i samo ako je nim-suma svih
redaka jednaka 0, tj. ako i samo ako vrijedi: x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ · · · ⊕ xn = 0.
Skica dokaza. U svakoj krajnjoj poziciji nim-suma svih redaka je nula. Buduc´i da iz svake
igre u kojoj nim-suma redaka nije nula, postoji potez koji vodi u poziciju cˇija je nim-suma
svih redaka nula te uzimajuc´i u obzir cˇinjenicu da svaki potez iz igre u kojoj je nim-suma
svih redaka jednaka 0 vodi u igru gdje je nim-suma redaka razlicˇita od nule, mozˇemo
zakljucˇiti da su igre u kojima je nim-suma svih redaka jednaka nuli pobjednicˇke, odnosno
da su pobjednicˇke igre one pozicije kojima je nim-suma jednaka nuli. Potpuni dokaz ovog
teorema mozˇe se nac´i u knjizi [4]. 
Dakle, igracˇ na potezu treba eliminirati odreden broj kamencˇic´a iz pojedinog retka
tako da nim-suma postane 0, tj. da igra postane gubitnicˇka za drugog igracˇa; ukoliko je
to moguc´e, igra je pobjednicˇka, a u suprotnom gubitnicˇka. Primijenimo sada teorem na
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primjeru igre (50, 19, 11). Zapisˇemo li brojeve kamencˇic´a u pojedinom retku u binarnom
brojevnom sustavu te ih nim-zbrojimo, dobivamo:
1 1 0 0 1 0
1 0 0 1 1
⊕ 1 0 1 1
1 0 1 0 1 0
Vidimo da je nim-suma svih redaka razlicˇita od nule, dakle, igra (50, 19, 11) je po-
bjednicˇka. Igracˇ odabire hrpu s koje c´e oduzeti odreden broj kamencˇic´a tako da u nim-
zbroju odabere 1 s najvec´om tezˇinskom vrijednosˇc´u. Iznad odabrane 1 postoji barem jedna
1 te igracˇ odabire jednu od njih ako ih je visˇe (koliko ima 1 iznad odabrane 1 u nim-zbroju,
toliko ima moguc´nosti odabira hrpe s koje mozˇe uzeti kamencˇic´e) i iz nje c´e uzeti ka-
mencˇic´e. Dakle, igracˇ odabire prvi redak. Na svim mjestima u broju 110010 gdje se se u
nim-zbroju pojavile 1 promijenimo 1 u 0 i 0 u 1, tj. promijenimo parnost u tim stupcima
cˇime nim-zbroj postaje 0. Dakle, prvi broj postaje (11000)2=24 sˇto znacˇi da s prve hrpe od
50 kamencˇic´a, igracˇ mora oduzeti 26 kamencˇic´a. Novonastala igra je (24, 19, 11) te je to
gubitnicˇka igra jer je nim-zbroj redaka jednak 0:
1 1 0 0 0
1 0 0 1 1
⊕ 1 0 1 1
0 0 0 0 0
Uzevsˇi 24 kamencˇic´a iz prvog retka, prvi igracˇ je pocˇetnu pobjednicˇku igru pretvorio u
gubitnicˇku igru za drugog igracˇa. Dakle, igranjem nima, cilj igracˇa na potezu je svesti igru
na situaciju s parnim brojem jedinica u svakom stupcu pri potpisivanju brojeva kamencˇic´a
jednog ispod drugog u binarnom zapisu. U nimu iz svake gubitnicˇke igre barem jedno odu-
zimanje kamencˇic´a vodi u pobjednicˇku poziciju, a iz pobjednicˇke igre svako oduzimanje
vodi u gubitnicˇku igru.
Poglavlje 2
De Bruijnovi nizovi
De Bruijnovi nizovi su vrsta binarnih nizova sa specijalnim svojstvima i nizom primjena,
a mi c´emo ih ovdje uvesti kao osnovu jednog magicˇnog trika.
2.1 Trik s kartama
Trik iz perspektive promatracˇa
Trik se izvodi sa sˇpilom karata pred publikom u kojoj je barem petero gledatelja. Izvodacˇ
trika sˇalje sˇpil karata u publiku i zamoli petero gledatelja, koji c´e biti sudionici trika, da
svaki od njih presijecˇe sˇpil karata tako da razdvoji sˇpil na dva dijela i zamijeni mjesta tim
dvama dijelovima. Sudionik koji je peti po redu presjekao sˇpil uzima kartu s vrha sˇpila
te vrac´a sˇpil sudioniku koji je cˇetvrti po redu presjekao sˇpil te on takoder uzima kartu s
vrha sˇpila. Sˇpil se tako prosljeduje redom sve do sudionika koji je prvi presijecao sˇpil
i svaki sudionik trika kod sebe sada ima jednu kartu. Izvodacˇ najavljuje da c´e svojim
telepatskim sposobnostima otkriti koju kartu posjeduje svaki sudionik ako mu oni misaono
posˇalju informacije o kartama koje posjeduju. Prividno uznemiren, izvodacˇ govori da je
previsˇe informacija u zraku te da c´e mu odgovori na nekoliko pitanja pomoc´i u otkrivanju.
Neka od pitanja koja postavlja su: ”Je li netko rucˇao c´evape?”, ”Tko je ove godine bio u
kazalisˇtu?”, ”Tko ima crvenu kartu?”, ”Tko ima kuc´nog ljubimca?”. Nakon postavljenih
pitanja, izvodacˇ pogada boju i vrijednost karte svakog sudionika.
Trik iz perspektive matematicˇara
Mozˇemo pretpostaviti da su za uspjesˇno provodenje trika bili kljucˇni odgovori sudionika
na pitanje ”Tko ima crvenu kartu?”. Razlikujuc´i moguc´e slucˇajeve (samo prvi sudionik
ima crvenu kartu, niti jedan sudionik nema crvenu kartu, prva dva sudionika imaju crvenu
10
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kartu i tako dalje), izvodacˇ trika je mogao dobiti 32 razlicˇita odgovora jer je svaki od
pet sudionika mogao odgovoriti na dva razlicˇita nacˇina (da ili ne), iz cˇega slijedi da postoje
2·2·2·2·2 = 32 razlicˇite moguc´nosti odgovora. Napomenimo da se sˇpil karata za izvodenje
trika sastoji od 32 karte te da ova povezanost nije slucˇajna. Ako bi se trik izvodio sa cˇetiri
sudionika, onda bi se koristio sˇpil od 16 karata.
Takoder, bitan je poredak karata na pocˇetku, naime 32 karte su poredane tako da je
poredak boja u svakom skupu od pet uzastopnih karata jedinstven te se presjecanjem sˇpila
ne mijenja taj ciklicˇki poredak. Pogledajmo to na primjeru sˇpila od 8 karata. U tom slucˇaju,
trik bi se provodio s trojicom sudionika te bi se odgovori sudionika, na pitanje ”Tko ima
crvenu kartu?”, mogli pojaviti na 8 razlicˇitih nacˇina. Zbog jednostavnosti zapisa, oznacˇimo
crvene karte s 1, a crne karte s 0. Sada mozˇemo moguc´e ishode u provodenju trika sa sˇpilom
od 8 karata zapisati uz pomoc´ 0 i 1: 111 (sve tri karte su crvene), 110 (prve dvije karte su
crvene, a trec´a karta je crna), 100, 000, 001, 010, 101 i 011. Nadimo neki niz od 8 nula i
jedinica tako da se svaki podniz od tri uzastopna znaka pojavi samo jednom. Jedan takav je
11100010 pa karte u sˇpilu na pocˇetku moraju biti poredane tako da su prve tri karte crvene,
sljedec´e tri karte su crne nakon cˇega slijedi jedna crvena i jedna crna karta. Uocˇimo da u
sˇpil mozˇemo staviti karte bilo koje vrijednosti.
Zˇelimo li primijeniti analogiju na trik sa sˇpilom od 32 karte, trebamo ispisati sve
moguc´e slucˇajeve niza od pet karata obzirom na poredak boja, a to je ukupno 25 = 32
i onda osmisliti niz od 32 nule i jedinice u kojem se svaki od ta 32 peterocˇlana podniza
pojavljuje tocˇno po jednom. Takvi se nizovi zovu de Bruijnovi nizovi:
Definicija 2.1.1. De Bruijnov niz reda k nad alfabetom A od n simbola je nk-cˇlani ciklicˇki
niz u kojem se svaki moguc´i k-cˇlani podniz simbola iz A pojavljuje tocˇno po jednom.
U nastavku c´emo pod de Bruijnovim nizovima podrazumijevati binarne de Bruijnove
nizove, dakle de Bruijnove nizove nad dvocˇlanim alfabetom 0, 1.
Primjer 2.1.2. Niz 11100010 je de Bruijnov niz reda 3.
Sada se pitamo postoji li de Bruijnov niz za svaki prirodan broj k? Ako postoji, koliko
takvih nizova ima te kako ih pronac´i? Da bismo odgovorili na ova pitanja, modelirat c´emo
situaciju uz pomoc´ usmjerenog grafa.
Definicija 2.1.3. Usmjereni graf ili digraf D sastoji se od nepraznog konacˇnog skupa V(D),
cˇije elemente zovemo vrhovima (eng. vertex), i konacˇne familije E(D) uredenih parova
elemenata skupa V(D), koje zovemo bridovima ili lukovima (eng. edge).
Nacrtajmo sada usmjereni graf s 2k−1 vrhova koji su oznacˇeni svim razlicˇitim (k − 1)-
cˇlanim nizovima nula i jedinica. Pogledajmo primjer za k = 3. Usmjereni graf na slici 2.1
ima 22 = 4 vrha oznacˇena s: 00, 01, 10, 11. Brid koji spaja vrh 10 s vrhom 00 oznacˇen je s
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100, tj. oznacˇen je s nizom duljine 3 kojem su prve dvije znamenke 10, a posljednje dvije
su 00.
Slika 2.1: De Bruijnov graf za k = 1
U tom grafu trazˇimo Eulerovu turu 1. Mozˇemo krenuti od bilo kojeg vrha, primjerice iz
vrha 00. Ako ispisˇemo prve znamenke bridova u Eulerovoj turi, redom kojim ih obilazimo,
dobit c´emo de Bruijnov niz reda 3: 00011101. Iako je crtanje grafa za k > 3 zahtjevnije,
de Bruijnov graf mozˇemo promatrati za bilo koji k ∈ N. Opc´enito, Eulerovom turom po de
Bruijnovom grafu dobivamo de Bruijnov niz s duljinom podniza k, za sve k ∈ N.
Kako je svaki vrh de Bruijnovog grafa oznacˇen (k − 1)-torkom nula i jedinica koje,
nakon izlaska iz vrha, postaju k-torke, zakljucˇujemo da iz svakog vrha izlaze tocˇno dva
brida. Analogno, zakljucˇujemo da u svaki vrh de Bruijnovog grafa ulaze tocˇno dva brida
te time zakljucˇujemo da je svaki vrh grafa paran jer je broj bridova koji ulaze u vrh jednak
broju bridova koji izlaze iz tog vrha. Kako vrijedi slijedec´i teorem:
Teorem 2.1.4. Povezani graf je Eulerov (sadrzˇi Eulerovu turu) ako i samo ako mu je svaki
vrh parnog stupnja.
mozˇemo zakljucˇiti da de Bruijnov niz postoji za svaki k ∈ N. Nizozemski matematicˇar
Nicolaas de Bruijn, osim sˇto je otkrio de Bruijnov niz i graf, otkrio je i da za svaki k ∈ N
postoji 22
k−1−1 binarnih de Bruijnovih nizova reda 2 duljine podniza k.
Sad kada smo otkrili kako uz pomoc´ de Bruijnova grafa mozˇemo nac´i de Bruijnov niz,
vratimo se na trik s kartama. Buduc´i da su u sˇpilu bile 32 karte te da je u triku sudjelovalo 5
sudionika, trazˇimo de Bruijnov niz reda 5. Nacrtamo li de Bruijnov graf za k = 5, pronac´i
1Eulerova tura na grafu je zatvorena staza koja sadrzˇi svaki brid, tj. zatvorena staza koja prolazi svakim
bridom tocˇno jedanput.
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c´emo jedan de Bruijnov niz: 00000100101100111110001101110101. Uklonimo iz sˇpila
karata sve karte s vrijednosˇc´u 9 te kraljeve, dame i decˇke svih boja. Poslozˇimo karte u
sˇpilu krenuvsˇi od najgornje karte u sˇpilu ovim redoslijedom: 8♣,A♣, 2♣, 4♣,A♠, 2♦, 5♣,
3♠, 6♦, 4♠,A♥, 3♦, 7♣, 7♠, 7♥, 6♥, 4♥, 8♥,A♦, 3♣, 6♣, 5♠, 3♥, 7♦, 6♠, 5♥, 2♥, 5♦, 2♠, 4♦, 8♠,
8♦. Uocˇimo da pritom boje crveno i crno alterniraju u skladu s odabranim de Bruijno-
vim nizom i da, naravno, nema duplikata karata. Uloga razlicˇitih boja (u standardnom
kartasˇkom smislu boje su cˇetiri: karo, srce, pik i tref) i vrijednosti karata bit c´e objasˇnjena
nizˇe.
Presijecanjem sˇpila promijenit c´e se pocˇetna karta, no nec´e se promijeniti ciklicˇki pore-
dak karata u sˇpilu. Izvodacˇu trika jedino preostaje dekodirati odgovor na pitanje ”Tko ima
crvenu kartu?” u imena karata koje imaju sudionici trika u cˇemu c´e mu pomoc´i lista (na
slici 2.2) svih moguc´ih slucˇajeva koje smo ispisali uz pomoc´ de Bruijnova niza za k = 5 pri
cˇemu smo karte crne boje oznacˇili nulom, a crvene karte jedinicama. Ako trec´i i peti sudi-
onik trika imaju crvenu kartu, izvodacˇ to desˇifrira u niz nula i jedinica: 00101 te ocˇitava s
liste slucˇajeva da su izvucˇene karte redom: 5♣, 3♠, 6♦, 4♠,A♥.
Slika 2.2: Lista svih moguc´ih slucˇajeva
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Pravilo za izvodenje trika





pri cˇemu su a, b, c, d, e ∈ {1, 0}. Prve dvije znamenke oznacˇavaju boju karte kao na slici
2.3, a posljednje tri znamenke oznacˇavaju vrijednost karte i to tako da je vrijednost karte
zapisana u binarnom brojevnom sustavu. Karte u sˇpilu imaju vrijednosti: 2, 3, 4, 5, 6,
Slika 2.3: Oznake za boje karata
7, 8 i 1 (as) u dekadskom brojevnom sustavu. Zapisˇemo sve vrijednosti karata iz sˇpila u
binarnom brojevnom sustavu:









Uocˇimo da u sˇpilu nemamo kartu s vrijednosˇc´u 0 pa smo karti s vrijednosˇc´u 8 dodijelili
oznaku 000 (sˇto je matematicˇki smisleno jer 8 pri dijeljenju s 2 daje ostatak nula). Buduc´i
da prva dva znaka predstavljaju boju, a posljednja tri vrijednost karte, slijedi da npr. niz
11010 predstavlja dvojku srce (2♥), niz 01111 sedmicu pik (7♠) itd. Da bismo odredili re-
doslijed karata u sˇpilu mozˇemo iskoristiti de Bruijnov niz za k = 5: 000001001011. . . Prvih
pet znakova 00000 nam govori da je prva karta u sˇpilu osmica tref (8♣), drugi skup od pet
znakova, pocˇevsˇi od drugog znaka, je 00001 te zakljucˇujemo da je druga karta u sˇpilu as
tref (A♣) i tako dalje.
Provjeravajuc´i tako redom, zakljucˇujemo da se dobiveni niz karata podudara s pocˇetnim
nizom karata pa bi nam bilo korisno pravilo kojim bismo mogli sami nizati nule i jedinice
kako bismo dobili gore navedeni niz. Zbrojimo li prvu i trec´u znamenku niza 00001, koji
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predstavlja as tref (A♣), i ostatak pri dijeljenju dobivenog zbroja s dva dopisˇemo tom nizu,
dobivamo 000010. Uocˇimo da iz tog niza mozˇemo ocˇitati peterocˇlani podniz pocˇevsˇi od
drugog cˇlana 00010 sˇto predstavlja dvojku tref (2♣). Analognim postupkom na svakom
sljedec´em peterocˇlanom podnizu, dobit c´emo de Bruijnov niz iz kojeg lako mozˇemo ocˇitati
redoslijed karata.
Pretpostavimo da su karte u sˇpilu poslozˇene gore navedenim redoslijedom. Tada mo-
zˇemo pri izvodenju trika, neprimjetno, nakon sˇto su sudionici trika uzeli karte, pogledati
koja karta se nalazi na vrhu sˇpila, prevesti ju u kodni oblik abcde te, primjenjujuc´i prika-
zani postupak, redom otkriti koje karte su izvukli sudionici trika krenuvsˇi od karte koja je
posljednja izvucˇena do karte koja je izvucˇena prva. Ukoliko karte u sˇpilu koji posjedujemo
nisu poslozˇene redoslijedom za provodenje trika, sˇpil mozˇemo slozˇiti tako da uzmemo
bilo koju kartu, prevedemo ju u kodni oblik abcde te nizanjem znakova prema navedenom
pravilu i desˇifriranjem slagati redom karte.
2.2 Primjene de Bruijnovih nizova
De Bruijnovi nizovi se primjenjuju, takoder, u kriptografiji kao kljucˇ pri prijenosu poruke,
u biologiji pri spajanju dijelova DNA te pri programiranju kretanja robota.
Koristec´i kemijsku olovku s ugradenom kamerom (primjer takve olovke mozˇe se nac´i
na [12]) mozˇemo pisati po papiru te c´e sve sˇto napisˇemo ili nacrtamo biti istovremeno
prikazano na uparenom racˇunalu, tabletu ili mobitelu. To omoguc´ava kamera ugradena
u olovci koja u svakom trenutku mozˇe ocˇitati tocˇan polozˇaj olovke na papiru s ucrta-
nim tocˇkicama nevidljivim prostom oku. Tocˇkice na papiru su rasporedene tako da je iz
svake pozicije, na kojoj se nalazi olovka, vidljiv jedinstven uzorak kamerom. Ako tocˇkice
oznacˇimo 1, a praznine 0, papir po kojem pisˇemo olovkom cˇinit c´e dvodimenzionalni niz
brojeva takav da se svaki dvodimenzionalni podniz reda u×k (red ovisi o kameri na olovci)
pojavljuje tocˇno jednom. Takav dvodimenzionalni niz naziva se de Bruijnov dvodimenzi-
onalni niz.
Definicija 2.2.1. De Bruijnov dvodimenzionalni niz reda u × k je dvodimenzionalni niz 0 i
1 takav da se svaki dvodimenzionalni podniz 0 i 1 s u redaka i k stupaca pojavljuje tocˇno
jednom.
Primjer 2.2.2. De Bruijnov dvodimenzionalni niz reda 2 × 2:
1 1 0 1
0 0 0 1
1 0 0 0
1 0 1 1
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okvir s dva retka i dva stupca po danom de Bruijnovom nizu (ukljucˇujuc´i rubove i uglove),
za svaki polozˇaj nac´i c´emo jedinstvenu kombinaciju 0 i 1 unutar resˇetke. Josˇ neki primjeri







Nakon sˇto olovka kamerom ocˇita dvodimenzionalni niz brojeva, povezan uredaj c´e
znati njenu tocˇnu lokaciju na papiru jer c´e za svaku svoju poziciju olovka imati jedinstven
vidljiv uzorak te c´e se tako odredena pozicija prikazati na povezanom uredaju, koji ima
identicˇan uzorak podjele papira na tocˇkice.
Poglavlje 3
Hammingovi kodovi
U ovom poglavlju opisat c´emo kodove koji se koriste za otkrivanje i ispravljanje gresˇaka
nastalih pri prijenosu poruka, tzv. Hammingove kodove. Pogledajmo prije svega primjer
trika cˇija se tajna krije u upotrebi Hammingovih kodova.
3.1 Trik s karticama
Trik iz perspektive promatracˇa
Sudionik trika treba zamisliti broj od 1 do 15 te odabrati jednu od ponudenih boja: zelena,
zˇuta, crvena, ljubicˇasta, plava, smeda ili narancˇasta. Nakon toga izvodacˇ trika pokazuje
Slika 3.1: Kartice za trik s primjenom Hammingovog koda
17
POGLAVLJE 3. HAMMINGOVI KODOVI 18
sudioniku trika redom kartice (Slika 3.1) te za svaku karticu pita nalazi li se zamisˇljeni
broj na toj kartici, no sudionik je dobio uputu da za karticu u boji koju je odabrao ponudi
lazˇan odgovor, tj. ako se zamisˇljeni broj nalazi na kartici u boji koju je zamislio, tada treba
odgovoriti da se ne nalazi i obrnuto. Nakon sˇto je izvodacˇ dobio odgovore za svaku karticu,
on pogada zamisˇljeni broj i boju.
Upute za izvodenje trika
Za uspjesˇno izvodenje trika, izvodacˇ koristi karticu kao na slici 3.2. Brojevi od 0 do 15 na
Slika 3.2: Kartica na koju se slazˇu ostale kartice u triku s primjenom Hammingovog koda
toj tzv. baznoj kartici su poredani po velicˇini pocˇevsˇi od 0 u lijevom gornjem kutu u smjeru
kazaljke na satu. Taj polozˇaj se lako pamti pa se pri izvodenju trika mozˇe, radi boljeg
efekta, koristiti bazna kartica bez brojeva. Uocˇimo da se izbocˇeni kvadratic´i na karticama
nalaze na takvim polozˇajima da kada se kartica polozˇi na baznu karticu, izbocˇeni kvadratic´i
c´e prekriti brojeve koji se ne nalaze na kartici, tj. vidljivi c´e ostati brojevi koji se nalaze na
kartici (na slici 3.3 je prikazana situacija u kojoj je sudionik trika odgovorio potvrdno na
postavljeno pitanje). Ako sudionik trika odgovori potvrdno na pitanje nalazi li se zamisˇljen
Slika 3.3: Polozˇena plava kartica na baznoj kartici nakon potvrdnog odgovora
broj na kartici, izvodacˇ polazˇe tu karticu u uspravnom polozˇaju na baznu karticu, a ako je
odgovor nijecˇan, izvodacˇ karticu okrec´e tako da polozˇena na baznu karticu zauzima polozˇaj
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kao da je pocˇetna kartica zrcaljena obzirom na dijagonalu koja spaja gornji lijevi kut i donji
desni (slika 3.4), tj. izbocˇeni kvadratic´i na tako polozˇenoj kartici prekrivaju brojeve bazne
kartice koji se ne nalaze na toj kartici. Nakon sˇto su sve kartice polozˇene na baznu karticu,
Slika 3.4: Primjer okretanja kartice u slucˇaju nijecˇnog odgovora
broj kojeg je sudionik zamislio nalazi se prekriven samo jednom karticom i to karticom u
boji koju je sudionik zamislio, dok su ostali brojevi prekriveni s dvije ili visˇe kartica. Kako
bi se trik sˇto brzˇe i efektnnije izveo, na bocˇnim kvadratic´ima mozˇemo probusˇiti po jednu
rupicu tako da se vidi boja kartice koja se nalazi ispod kartice na vrhu. Polozˇaj rupica
na bocˇnim kvadratic´ima svih kartica (uocˇimo da ih na svakoj ima po 8) je jednak za sve
kvadratic´e odredene kartice, ali je razlicˇit od polozˇaja rupica na ostalim karticama kako bi
se izbjegla situacija u kojoj, nakon svih polozˇenih kartica (ukljucˇujuc´i i zrcaljene kartice),
dvije kartice dijele istu poziciju rupica. Na slici 3.5 je prikazano sedam polozˇaja na kojima
Slika 3.5: Moguc´i polozˇaji rupica na karticama
mozˇemo izbusˇitio rupice, od kojih se za svaku karticu bira jedan. Uz kartice s rupicama,
zamisˇljen broj nalazit c´e se na mjestu gdje je bijela rupica, a boja koja okruzˇuje tu rupicu
odgovara zamisˇljenoj boji. Primijetimo da se uz zabranu laganja trik mogao izvesti s prve
cˇetiri kartice i trazˇenjem jedinog nepokrivenog broja, no tada je trik ekvivalentan triku
opisanom u prvom poglavlju ovog rada.
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3.2 Trik iz perspektive matematicˇara: Hammingovo
(de)kodiranje
Tajna trika bazirana je na kodu koji sluzˇi za otkrivanje i ispravak jedne pogresˇke (u ovom
slucˇaju lazˇnog odgovora) tako da se otkrije tocˇna pozicija u kodnoj rijecˇi gdje je nastala
gresˇka i to dodavanjem paritetnih bitova. Takav kod naziva se Hammingov kod. Ham-
mingovi kodovi koriste se, osim prilikom prijenosa poruka, i za ispravljanje pogresˇaka pri
ocˇitavanju ogrebanog CD-a ili DVD-a.
Kao prvo, primijetimo da se radi o prijenosu binarne poruke odredene duljine k (u
nasˇem slucˇaju k = 7 jer imamo 7 kartica). Svaki odgovor DA ili NE mozˇemo shvatiti kao
jednu od binarnih znamenki 0 ili 1 (jedan bit). Dakle, poruku odnosno slijed odgovora,
mozˇemo shvatiti kao binarni niz x = x1x2 . . . xk (xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , k). No, poruka
je dulja nego je (u slucˇaju da nema gresˇke odnosno laganja) potrebno da se identificira
njen sadrzˇaj (odabrani broj). U opisanom slucˇaju, zˇelimo identificirati broj izmedu 1 i 15,
za sˇto su nam dovoljne n = 4 binarne znamenke. Ukratko: Cilj nam je prenijeti binarnu
informaciju duljine n,1 a kako bismo mogli detektirati eventualne gresˇke u prenesenoj in-
formaciji, prenosimo binarnu informaciju duljine k > n. Jedan od nacˇina da se to postigne
je Hammingov (k, n)-kod. Ovdje c´emo opisati samo najjednostavniji, a to je Hammingov
(7, 4)-kod, dok za opc´enitiju verziju cˇitatelja upuc´ujemo na literaturu [5]. Hammingov kod
sluzˇi prenosˇenju jedne od 24 = 16 binarnih poruka duljine 4, uz uvjet da se dozvoljava
maksimalno jedan krivo preneseni bit u ukupnoj poruci duljine 7. Dakle, umjesto binarne
poruke m = m1m2m3m4, prenosimo binarnu poruku M = c1c2m1c3m2m3m4. Pritom se svaki
od triju kontrolnih bitova ci postavlja na vrijednost 0 ili 1 tako da je nim-zbroj od ci i triju
bitova poruke koje kontrolira jednak 0:
c1 = m1 ⊕ m2 ⊕ m4,
c2 = m1 ⊕ m3 ⊕ m4,
c3 = m1 ⊕ m2 ⊕ m3.
Princip kodiranja se mozˇe ilustrirati i Vennovim dijagramom (slika 3.6), iz kojeg se lako
ocˇita koji od kontrolnih bitova provjerava koje bitove izvorne poruke.
Primjer 3.2.1. Kodirat c´emo poruku 1011 koristec´i Hammingov (7, 4) kod.
pozici ja 1 2 3 4 5 6 7
znak c1 c2 1 c3 0 1 1
.
1Uocˇimo, kako su svih 2n moguc´ih nizova jednako vjerojatni, gresˇka ili lazˇ na ikojoj od n pozicija ne
mozˇe se detektirati bez dodatne informacije.
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Slika 3.6: Princip Hammingovog (7, 4)-koda.
Buduc´i da c1 sluzˇi za provjeru pariteta na 3., 5. i 7., zakljucˇujemo da je c1 = 1⊕ 0⊕ 1 = 0,
analogno je c2 = 1⊕1⊕1 = 1 te c3 = 0⊕1⊕1 = 0. Kodirana poruka 1011 glasi 0110011.
Formalnije, postupak kodiranja mozˇe se opisati mnozˇenjem matrica. Poruka koju kodi-




1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.
Dakle, poruka koja se prenosi bit c´e sadrzˇana u matrici MT = EmT .
Primjer 3.2.2. Kodirat c´emo poruku m = 1011 mnozˇenjem matrica:
EmT =

1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
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Uocˇimo da smo poruku m kodirali porukom 0110011 kao u primjeru 3.2.1.
No, kao i u opisanom triku u kojem izvodacˇ treba otkriti zamisˇljeni broj, od kodiranja je
opc´enito zanimljivije dekodiranje poruke. Kako otkriti koja od 24 = 16 poruka je ”prava”,
ako znamo da je na najvisˇe jednoj od 7 pozicija ”krivi” bit?
Prvo, uocˇimo da iako prenosimo 7 bitova, imamo samo 16 = 24, a ne 128 = 27,
moguc´ih ispravno prenesenih kodiranih poruka. Ako bismo za svaku od 16 moguc´ih po-
ruka m odredili odgovarajuc´u kodiranu poruku M, dobili bismo tablicu iz koje je lako
vidjeti koje su poruke M moguc´e, dakle je li pri prijenosu poruke dosˇlo do gresˇke. Za
nasˇ trik to nije bitno, jer znamo (to je bio zahtjev) da c´e jedna informacija (jedan bit) biti
krivi. Dekodiranje je najlaksˇe opisati temeljem dijagrama sa slike 3.6. U dijagram se unesu
vrijednosti bitova u skladu s dosadasˇnjim oznakama te se u svakom krugu nim-zbroje sva
cˇetiri bita koji su u njemu. Ukoliko su sve tri nim-sume 0, poruka je prenesena bez gresˇke.
Ukoliko je samo jedna od nim-suma 1, onda je gresˇka u odgovarajuc´em kontrolnom bitu.
Ukoliko su dvije nim-sume jednake 1, gresˇka je u bitu izvorne poruke koji odgovara pre-
sjeku krugova u kojima je nim-suma bila 1. Ako su sve tri nim-sume 1, gresˇka je u presjeku
svih triju krugova, dakle u zadnjem bitu izvorne poruke.
Primjer 3.2.3. Recimo da ste primili poruku M = 1001110. Ako nije bilo gresˇke, izvorna
je poruka ono sˇto preostaje krizˇanjem kontrolnih bitova koji su na pozicijama 1, 2 i 4 od
M, dakle ako nema gresˇke, izvorna bi poruka bila m = 0110.
Unesimo sve bitove od M u odgovarajuc´e dijelove dijagrama sa slike 3.6. Dobit c´emo
dijagram poput slike 3.7. Nim-zbrojimo bitove koji se nalaze u svakom od triju krugova
pojedinacˇno: u plavom c´emo dobiti 0, u crvenom 1 i u zˇutom 1. Od zanimanja su krugovi u
kojima nim-zbroj nije 0, dakle ovdje crveni i zˇuti krug. U njihovom presjeku se nalazi krivo
preneseni bit, dakle ovdje je to m3 (trec´i bit ”izvorne” poruke), koja je stoga umjesto 0110
glasila 0100.
Formalni nacˇin dekodiranja opet se svodi na mnozˇenje matrica: primljena poruka MT
mnozˇi se slijeva matricom
P =
 1 0 1 0 1 0 10 1 1 0 0 1 10 0 0 1 1 1 1
 .
Dobivena matrica cT = PMT sadrzˇi tzv. paritetne bitove (nim-sume iz prethodnog opisa),
tj. iz nje se mozˇe isˇcˇitati je li ikoji bit krivo prenesen i, ako jest, koji. Ako je cT nulmatrica,
poruka M je ispravno prenesena i iz nje samo treba pobrisati kontrolne bitove. Ako cT
sadrzˇi tocˇno jednu jedinicu, krivo je prenesen jedan od kontrolnih bitova, sˇto obicˇno nije
bitno, pa isto tako samo iz M pobrisˇemo kontrolne bitove da bismo dobili ispravnu osnovnu
poruku. Ako su svi elementi od X jedinice, posljednji od cˇetiri bita izvorne poruke treba
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Slika 3.7: Dekodiranje poruke.
izmijeniti, a ako su dvije jedinice na pozicijama 1 i 2, 1 i 3 ili 2 i 3 onda treba izmijeniti
prvi, drugi odnosno trec´i bit poruke. Za visˇe detalja, cˇitatelja upuc´ujemo na [5].
Za kraj, primijenimo opisano na trik s karticama. Uocˇimo da se radi o Hammingovom
(7, 4)-kodu jer iz prvih cˇetiriju kartica mozˇemo otkriti o kojem se zamisˇljenom broju radi
ako je sudionik trika iskreno odgovorio na pitanje za svaku od te cˇetiri kartice, a posljednje
tri kartice su kontrolne za slucˇaj da je sudionik ponudio lazˇan odgovor za jednu karticu
sˇto je u ovom triku i bio uvjet. Pritom ovom slucˇaju (u kojem su kontrolni bitovi na kraju
poruke) odgovara matrica kodiranja
E′ =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

.
Mnozˇenjem sa svim moguc´im porukama od 0 = 0000 do 15 = 1111 vidimo da su moguc´e
kodirane i ispravno prenesene poruke prikazane slikom 3.8 Umjesto da dekodiramo na je-
dan od dva prije opisana nacˇina, u ovom triku primljenu poruku dekodiramo trazˇenjem
najmanje Hammingove udaljenosti 2 izmedu primljene poruke i svih moguc´ih ispravno
prenesenih. Ako je primjerice sudionik trika zamislio broj 13 i zelenu boju, onda c´e pri
2Hammingova udaljenost izmedu dva binarna niza jednake duljine je broj pozicija na kojima se ti nizovi
razlikuju
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Slika 3.8: 16 kodiranih nizova (7, 4) Hammingovog koda
davanju odgovora lagati za prvu karticu te c´e niz njegovih odgovora interpretiran kao bi-
narni niz biti y = 0101001. Odredivanjem Hammingovih udaljenosti izmedu M i svakog
od nizova na slici 3.8, uocˇavamo da je najmanja Hammingova distanca jednaka 1 i to za
niz 1101001. Vidimo da se ti nizovi razlikuju samo na prvoj poziciji pa promjenom prve
znamenke niza M dobivamo niz 1101001, cˇije prve cˇetiri znamenke predstavljaju broj 13
zapisan u binarnom brojevnom sustavu, a buduc´i da se radilo o razlici u prvoj znamenci,
znacˇi da je zamisˇljena bila boja prve karte, tj. zelena boja.
Poglavlje 4
Sheme praga u kriptografiji
U ovom poglavlju prikazat c´emo kako se u kriptografiji koriste binarni zapisi. Kao i u
prethodnom poglavlju, krec´emo od konkretnog primjera. Prije toga, recimo ukratko nesˇto
o kriptografiji.
4.1 Kriptografija
Ubrzan razvoj informaticˇke tehnologije omoguc´ava razmjenu velikih kolicˇina podataka, a
samim time povec´an je i rizik od neovlasˇtenog pristupa podatcima tijekom razmjene. Kako
bi se zasˇtitili podatci tijekom razmjene, potrebno ih je poslati u sˇifriranom obliku koji c´e biti
razumljiv samo primatelju, a neovlasˇtenim sudionicima u razmjeni takav oblik nec´e otkriti
nikakve informacije o podatcima koji se sˇalju. U takvom procesu razmjene podataka vazˇnu
ulogu ima kriptografija. Kriptografija je znanstvena disciplina koja se bavi proucˇavanjem
metoda za slanje poruka u obliku takvom da ih samo onaj kome su namijenjene mozˇe
procˇitati. Podatak kojeg posˇiljalac sˇalje primatelju nazivamo otvorenim tekstom. Kako bi
se zasˇtitio podatak tijekom razmjene, posˇiljatelj otvoreni tekst sˇifrira, koristec´i unaprijed
dogovoreni kljucˇ, u sˇifrat. Tako dobiveni sˇifrat je dostupan primatelju, ali i nekoj trec´oj
osobi, koja, na primjer, nadzire komunikacijski kanal (telefonsku liniju, racˇunalnu mrezˇu i
sl.), no toj osobi sˇifrat nisˇta ne govori o otvorenom tekstu za razliku od primatelja poruke
koji poznaje kljucˇ te uz pomoc´ kljucˇa desˇifrira sˇifrat u pocˇetni otvoreni tekst (Slika 4.1).
Poseban slucˇaj sˇifriranja su sheme praga, u kojima kljucˇ ne postoji u klasicˇnom smislu, ali
je potrebno objedinjavanje visˇe dijelova sˇifrata kako bi se desˇifrirala poruka.
25
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Slika 4.1: Proces slanja poruke
4.2 Osnovno o shemama praga
Razmotrimo sad jedan primjer u kojem su sheme praga prikladan nacˇin kriptiranja infor-
macije. Za otvaranje trezora u banci potrebno je unijeti odgovarajuc´u zaporku. Ako je
u banci zaposleno sˇest osoba, zbog sigurnosnih razloga, niti jedan zaposlenik ne dobiva
cjelovitu zaporku za otvaranje trezora, vec´ svaki zaposlenik dobiva svoju kombinaciju te je
trezor moguc´e otvoriti samo ako bilo koja tri zaposlenika zajedno unesu kombinaciju koju
posjeduju. Dakle, nije dobro da svaki zaposlenik dobije jednu znamenku zaporke jer time
zna dio zaporke, sˇto mu mozˇe pomoc´i u dekriptiranju. Prikladan nacˇin zasˇtite provodi se
uz pomoc´ sheme praga.
Definicija 4.2.1. (t,n)-shema praga je metoda razlaganja tajne na n sudionika tako da bilo
koja skupina od t sudionika mozˇe otkriti tajnu, ali niti jedna skupina od t − 1 (ili manje)
sudionika ne mozˇe otkriti tu tajnu, kao ni bilo kakvu djelomicˇnu informaciju o njoj.
Kao primjer (n,n)-sheme praga nam mozˇe posluzˇiti niz binarnih znamenki. Dakle,
tajna je niz k binarnih znamenki duljine m koja se razlazˇe na n dijelova tako da samo svi
zajedno omoguc´avaju otkrivanje pocˇetnog niza. Osoba koja razlazˇe tajni binarni niz na n
dijelova, generira n−1 slucˇajnih nizova binarnih brojeva iste duljine m te ih dodjeljuje n−1
sudioniku, dok posljednji sudionik dobiva niz nastao tako da se prethodnih n − 1 nizova
nim zbroje s tajnim nizom. Kako su svi osim jednog niza slucˇajni, a zadnji zbroj slucˇajnih,
ocˇito nijedan sudionik, kao i nikoja 2, 3, . . . nemaju nikakvu informaciju o pocˇetnom nizu.
Ukoliko su svih n sudionika zajedno prisutni, jednostavna posljedica definicije nim-
zbroja je da nim-zbrajanjem svojih nizova mogu rekonstruirati izvorni niz.
Primjer 4.2.2. Neka su dani nizovi k1 = 100101, k2 = 001100 i k3 = 110011. Nim-zbroj
tih nizova je:





Dakle, da se radilo o (3, 3)-shemi praga, tajni niz bi bio k = 011010.
Zasˇto ova metoda funkcionira? Prema definiciji nim-zbroja, ocˇito je nim-zbroj isto sˇto
i nim-razlika dvaju brojeva. Stoga je zadnji dio dobiven kao an = a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an−1 ⊕ b,
onda je izvorni niz b = a1 ⊕ · · · ⊕ an.
4.3 Sheme praga u vizualnoj kriptografiji
Tajna, tj. poruka koju prenosimo, mozˇe biti bilo kojeg oblika pa tako, na primjer, tajna
mozˇe biti slika u boji ili crno-bijela rasterska slika. Ovdje c´emo opisati proces kriptiranja
crno-bijele slike, dok o metodama prijenosa slika u boji mozˇete procˇitati u cˇlanku D. Stin-
sona [11]. Buduc´i da je tajna koju sˇifriramo slika i da se desˇifriranje ne provodi racˇunski,
nego se provodi ljudskim osjetilom vida, ova grana kriptografije naziva se vizualnom krip-
tografijom.
Definicija 4.3.1. Vizualna (t,n)-shema praga je metoda kojom se tajna slika razlazˇe na n
folija tako da se svaka folija sastoji od crnih i bijelih piksela te se tajna slika desˇifrira
preklapanjem barem t folija. Preklapanjem bilo kojih t − 1 (ili manje) folija ne otkrivamo
tajnu sliku.
Iz prakticˇnih razloga, piksele koji bi trebali biti bijeli, na folijama ostavljamo prozir-
nima.
Vizualna (2,2)-shema praga
Sˇifriranje vizualnom shemom praga se odvija tako da sˇifriramo svaki piksel posebno.
Pokazˇimo primjer vizualne (2,2)-sheme praga. Koristec´i ovu metodu, pocˇetnu sliku (Slika
4.2) razlazˇemo na dvije folije cˇijim c´emo preklapanjem dobiti pocˇetnu sliku. Osnovna je
ideja ove metode svaki piksel izvorne slike razlozˇiti na dva piksela, koji se popunjavaju
crnom ili bijelom bojom po odredenom pravilu.
Pri razlaganju slike na dvije folije vizualnom (2,2)-shemom praga, na svaki piksel
pocˇetne slike primijenjujemo algoritam ilustriran slikom 4.3.
Ako je piksel kojeg sˇifriramo crn, tada slucˇajnim odabirom (npr. bacanjem novcˇic´a)
biramo jedan od prva dva retka na slici 4.3 te, sukladno odabranom retku, na svakoj foliji
obojimo podpiksele odgovarajuc´im bojama. Ako je piksel kojeg sˇifriramo piksel koji je na
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Slika 4.2: Crno-bijela rasterska slika
pocˇetnoj slici bijel, tada slucˇajnim odabirom biramo jedan od posljednja dva retka na slici
4.3.
Ako na sliku 4.2 primijenimo opisani algoritam, rezultat mozˇe (ali zbog elementa
slucˇajnosti ne mora) izgledati kako je prikazano slikama 4.4 i 4.5.
Svim pikselima na obje folije je jedna polovica zacrnjena, a druga polovica je bijela pa
promatranje svake folije zasebno nam nisˇta ne govori o pocˇetnoj slici jer je odabir poretka
crnog i bijelog podpiksela u svakom pikselu jednako vjerojatan bez obzira je li izvorni
piksel bio bijel ili crn. Desˇifriranje vizualnom (2,2)-shemom praga je odredeno posljednjim
stupcem na slici 4.3, a pocˇetnu sliku dobijemo preklapanjem folija (Slika 4.6). Uocˇimo da,
ako je piksel na pocˇetnoj slici bio crn, on c´e i nakon preklapanja takoder biti crn, no ako je
pocˇetni piksel bio bijel, nakon preklapanja c´e se sastojati od bijelog i crnog podpiksela te
se time na desˇifriranoj slici gubi 50 % kontrasta.
Vizualna (2,n)-shema praga
Vec´ pri preklapanju dviju folija nailazimo na problem preciznog preklapanja pa iz prakticˇnih
razloga1 nec´emo razmatrati slucˇajeve podjele na visˇe folija te c´emo se ogranicˇiti na raz-
1Obzirom da se u praksi preklapanje provodi putem racˇunala, ovo zapravo nije prava smetnja. O opc´im
shemama praga procˇitajte u [6]
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Slika 4.3: Vizualna (2,2)-shema praga
matranje vizualne (2,n)-sheme praga. Svaki piksel na folijama podijeljen je na m podpik-
sela. Broj m nazivamo ekspanzijom piksela te je za, prethodno opisanu (2,2)-shemu praga,
m = 2. Oznacˇimo li bijele piksele i podpiksele s 0, a crne s 1, tada c´emo svaki piksel,
sastavljen od m podpiksela, moc´i nakon sˇifriranja prikazati kao m-torku binarnih brojeva.
Svaki piksel pocˇetne slike sˇifrirat c´emo koristec´i matricu M1 za sˇifriranje crnih piksela te
matricu M0 za bijele piksele. Matrice M0 i M1 su binarne matrice s n redaka i m stupaca.
Matrica M0 u svakom retku ima w uzastopnih 1 i nakon toga m − w uzastopnih 0, tj. prvih
w stupaca matrice sadrzˇe samo 1, dok preostalih m − w sadrzˇe 0. Prirodan broj w, za koji
vrijedi 1 6 w 6 m, oznacˇava koliko je 1 u svakom retku obiju matrica. Realan broj γ takav
da 0 ≤ γ ≤ 1, opisuje relativni kontrast na desˇifriranoj slici nastaloj preklapanjem folija.
Nim zbrajanjem bilo koja dva retka matrice M1 dobivamo niz u kojem se broj 1 pojavi
barem w + γn puta.
















Buduc´i da je γ =
1
2
, znacˇi da je na desˇifriranoj slici gubitak kontrasta u odnosu na pocˇetnu
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Slika 4.4: Primjer sˇifriranja Slike 4.2 na prvoj foliji
jednak 50%.
Primjer 4.3.3. (3, 4)-shema praga s ekspanzijom piksela m = 6
M0 =

1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
 , M1 =

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1
 .
Koristec´i matrice M0 i M1 sˇifriramo svaki piksel P ∈ {1, 0} pocˇetne slike tako da:
1. slucˇajnim odabirom izaberemo jednu permutaciju σ skupa {1, . . . ,m};
2. konstruiramo matricu Np permutiranjem stupaca od Mp pomoc´u σ;
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Slika 4.5: Primjer sˇifriranja Slike 4.2 na drugoj foliji
3. ocˇitamo i-ti redak od Np, sˇto predstavlja poredak boja podpiksela od P na i-toj foliji,
za 1 ≤ i ≤ w.
Pokazˇimo opisani postupak na primjeru:
Primjer 4.3.4. (2, 3)-shema praga s ekspanzijom piksela m = 3 odredena je matricama
M0 =
1 0 01 0 01 0 0
 , M1 =
1 0 00 1 00 0 1
 .
Buduc´i da je m = 3, postoji 3! = 6 moguc´ih permutacija skupa {1, 2, 3}, tj. permutacija
stupaca i to su: σ1 = (1, 2, 3), σ2 = (1, 3, 2), σ3 = (2, 1, 3), σ4 = (2, 3, 1), σ5 = (3, 1, 2)
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Slika 4.6: Slika 4.2 nakon desˇifriranja preklapanjem folija
i σ6 = (3, 2, 1). Da bismo proveli prvi korak, mozˇemo iskoristiti kockicu s brojevima od
1 do 6 na svakoj strani za slucˇajan odabir permutacije. Zˇelimo li sˇifrirati neki crni piksel
P = 1 i bacanjem kockice dobijemo 2, onda je σ = σ2 = (1, 3, 2) te konstruiramo matricu
N1 tako da matrici M1 zamijenimo drugi i trec´i stupac:
N1 =
1 0 00 0 10 1 0
 .
Iz redaka matrice N1 ocˇitamo poredak boja podpiksela na folijama za sˇifrirani piksel P
(Slika 4.7).
U Primjeru 4.3.3 je m = 6, w = 3, γ =
1
3
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Uocˇavamo da je za postizanje jednakog kontrasta pri vec´em broju folija, potrebna vec´a










n(n − 1) .
Uocˇimo da je γ∗(n) >
1
4
za svaki n ≥ 2 te da je limn→∞ γ∗(n) = 14. Dakle, najvec´i
gubitak kontrasta je 75% pa bi slika trebala biti vidljiva za relativno jednostavne slike. Pri
prijenosu slike, na desˇifriranoj slici zˇelimo sˇto vec´i kontrast (kako bi slika bila sˇto jasnija)
te sˇto manju ekspanziju piksela m (zbog tehnicˇkih razloga, tj. sˇto je visˇe podpiksela tezˇe je
precizno preklopiti folije).
Slika 4.7: Sˇifrirani piksel za Primjer 4.3.4
Pogledajmo josˇ jedan primjer kako konstruirati vizualnu (2, n)-shemu praga s optimal-
nim relativnim kontrastom γ∗(n) i minimalnom ekspanzijom m = n. Pretpostavimo da je
n ≡ 3(mod4) prost te definirajmo Q(n) =
{
i2 mod n : 1 ≤ i ≤ n − 1
2
}
, skup kvadratnih os-
tataka modulo n. Nadalje, konstruiramo matricu M1 dimenzije n× n pri cˇemu numeriramo
retke i stupce cijelim brojevima iz skupa {0, . . . , n − 1}. Na poziciji (i, j) matrice M1 nalazi
se 1 ako je ( j − i) mod n ∈ Q(n), inacˇe na mjestu (i, j) pisˇemo 0.
Primjer 4.3.5. Neka je n = 11. Odredimo elemente skupa Q(11): 12 = 1 ≡ 1 mod 11,
22 = 4 ≡ 4 mod 11, 32 = 9 ≡ 9 mod 11, 42 = 16 ≡ 5 mod 11 i 52 = 25 ≡ 3 mod 11,
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dakle, Q(11) = {1, 4, 9, 5, 3} te mozˇemo odrediti matricu M1 tako da za svaku poziciju (i, j)
provjerimo vrijedi li ( j− i) mod 11 ∈ Q(11), ako vrijedi, onda na to mjesto zapisujemo 1,
inacˇe zapisujemo 0.
Uocˇimo da svaki redak u matrici sadrzˇi pet 1, tj. w = 5 i nim zbroj bilo koja dva retka




Opc´enito, ako je n ≡ 3mod4 prost onda c´e ovaj postupak rezultirati (2, n)-shemom s









Vec´ina tema navedenih u radu primjenjiva je u nastavi matematike i informatike u osnov-
noj i srednjoj sˇkoli kao motivacija ili kao oblik vjezˇbe jer se vec´ u petom razredu os-
novne sˇkole ucˇenici susrec´u s pojmom binarnog brojevnog sustava. Tijekom petog razreda
ucˇenici savladavaju ispisivanje svih moguc´ih stanja za nizove od 2, 3 i 4 bita te se upoz-
naju s tezˇinskom vrijednosˇc´u bitova u takvim nizovima pa samim time i otkrivaju binarni
zapis broja kao i binarne znamenke. Takoder, upoznaju se s jednostavnijim oblikom ko-
diranja teksta u niz bitova koristec´i ASCII tablicu. U programu za prvi razred gimnazije,
predvideno je da ucˇenici prosˇiruju znanje pretvaranja zapisa prirodnih brojeva iz binar-
nog brojevnog sustava u dekadski i obrnuto uz obuhvac´anje pretvorbe zapisa decimalnih
brojeva. Takoder, ucˇenici se upoznaju sa zbrajanjem i mnozˇenjem prirodnih brojeva u bi-
narnom brojevnom sustavu. Tijekom upoznavanja s prikazom brojeva i znakova u racˇunalu
u nastavi informatike, ucˇenici savladavaju prikazivanje cijelih i realnih brojeva u binarnom
brojevnom sustavu.
U radu nije spomenuta logicˇka algebra ili Booleova algebra1, koja cˇini osnove posebne
grane matematike za istrazˇivanje slozˇenih sudova, tzv. matematicˇke logike, no Booleova al-
gebra je, takoder, primjer u kojem se pojavljuje binarna matematika jer se provode logicˇke
operacije s logicˇkim sudovima 2 prikazanim uz pomoc´ binarnih znamenki (istinitost se
zapisuje kao znamenka 1, a lazˇ kao 0). S osnovnim logicˇkim operacijama (negacija, ko-
njukcija, disjunkcija, slozˇeni) te teoremima Booleove algebre, ucˇenici se upoznaju u prvom
razredu gimnazije i to s ciljem otkrivanja izrade raznih logicˇkih sklopova koji se nalaze u
procesoru racˇunala, tocˇnije u aritmeticˇko-logicˇkoj jedinici gdje se obavljaju npr. aktivnosti
zbrajanja dva broja.
Josˇ jedan zanimljiv primjer primjene binarne matematike je korisˇtenje tzv. binarnog
1George Boole (1815.-1864), engleski matematicˇar i logicˇar, u svojim je djelima prvi uveo matematicˇku
simboliku za istrazˇivanje logicˇkih promisˇljanja
2Logicˇki sud je svaka tvrdnja za koju se mozˇe rec´i je li istinita ili lazˇna
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stabla. Binarno stablo je konacˇan skup elemenata, zvanih cˇvorovi, takav da za svaki cˇvor
stabla postoje dva podstabla kojima je taj cˇvor korijenski cˇvor. Binarna stabla se koriste
pri rjesˇavanju zagonetke poznate pod imenom Hanojski tornjevi. Zagonetka se sastoji od
3 tornja, na jednom se nalazi n diskova, poredanih po velicˇini (na dnu je najvec´i, a na vrhu
najmanji). Cilj je prebaciti sve diskove na neki od preostalih tornjeva, tako da oni zadrzˇe
originalni poredak uz pravilo da se prebacuje jedan po jedan disk i da se ne smije staviti
vec´i disk na manji (kako se binarno stablo pojavljuje u rjesˇenju Hanojskih tornjeva mozˇete
procˇitati u [1]). Vrlo poznata i zanimljiva primjena binarnog stabla je primjena pri pos-
tupku donosˇenja odluke pa se takvo stablo naziva stablo odlucˇivanja. U stablu odlucˇivanja
cˇvorovi sadrzˇe pitanja na koja se odgovara s da ili ne, a listovi odluke. Kretanje po stablu
zapocˇinje u korijenu te se nastavlja odgovaranjem na pitanja i biranjem smjera kretanja
ovisno o odgovorima. Dolaskom do lista, zavrsˇava kretanje i u njemu pisˇe odluka koju tre-
bamo donijeti. Na slici 5.1 prikazan je primjer stabla odlucˇivanja kojim se otkriva najdrazˇi
nastavni predmet u sˇkoli.
Slika 5.1: Stablo odlucˇivanja za odabir najdrazˇeg nastavnog predmeta u sˇkoli
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Sazˇetak
U ovom radu opisuje se primjena binarne matematike u razlicˇitim podrucˇjima te se neki
primjeri mogu iskoristiti u popularizaciji matematike, kao i u nastavi matematike i infor-
matike.
Rad je podijeljen na cˇetiri cjeline. Svaka cjelina pocˇinje opisom konkretnog primjera
uz pomoc´ kojeg se u nastavku opisuje tema cjeline. Prva cjelina opisuje neke jednostavne
matematicˇke igre i trikove temeljene na binarnoj aritmetici. U ostatku rada su obuhvac´eni
de Bruijnovi nizovi (jednodimenzionalni i dvodimenzionalni), kodovi za otkrivanje i is-
pravljanje pogresˇaka (Hammingovi kodovi) te vizualne sheme praga koje se koriste u krip-
tografiji za zasˇtitu prijenosa fotografija.
Summary
In this thesis, the application of binary arithmetic in various fields is described. There-
fore, some examples can be used for popularisation of mathematics, as well as in teaching
mathematics and computer science.
The thesis is divided in to 4 parts. Each part begins with a description of a certain exam-
ple which is then used to further describe the part’s topic. First, some simple mathematical
tricks and games based on binary arithmetic are described. The other topics covered are
de Bruijn sequences (both one-dimensional and two-dimensional), error-correcting codes
(Hamming codes) and visual threshold schemes that are used in cryptography in order to
protect images during transmission.
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